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Un ingeniero esra a cargo de un proceso de llenado
de paquetes de azucar con un peso nominal de 1000
gramos y para asegurarse que el proceso per-
manece centrado (es decir, llena los paquetes
con un peso medio igual al valor objetivo) debe
1. Introducci6n
PaJabras clave: Controlestadistlco de procesos, distribuci6n geornetnca. Iongitudpromedio
de tanda (ARL)
Se comparan dos estrategiasde control del centramiento de un proceso que se comporta
segun una distribuci6n Normal. Unaesrrateglautiliza una observaci6n cada dos minutos y la
otra utiliza cuatro observaciones cada ocho minutos, con el prop6sito de tomar la decision
sobre si hay 0 no evidenciade que se ha presentadoun cambio en el centro del proceso. La
intenci6nde esta selecci6nde tarnanosde rnuestray de frecuenciade muestreoes hacer que
las dos estrategtassean comparables, porque en el lapso de ocho minutos se muestrearian
como maximo cuatrounidadesen cada unade las dos estrategias.Secomparan las probabi-
lidades de que cada unade estas estraregiaspermita detectar un cambio permanentey esta-
ble del centro del proceso; se evalua el tiempo esperado hasta que el gratico de control
indique que se produjo el cambio; y, finalmente,se estima el nurneroesperado de unidades
que deben revisarseantes de que el grafico de control revele que el centro del proceso ha
cambiado. Por ultimo se evalua el efecto de los cambios en la magnituddel descentramiento,
se comparan los resultadospara ambas estrategiasy se formulan recomendaciones.
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Ahora bien, si el proceso se descentra hacia arri-
ba sin cambiar su variabilidad intrinseca y pasa a
llenar los paquetes en torno a 1010 gramos. en-
tonces la probabilidad de identificar el
descentramiento en la primera medici6n es igual
a la probabilidad de obtener un valor mayor de
1015 (por encima del limite superior establecldo)-
de una distribuci6n N(1010; 5), tal como se ilustra
en la Figura 2, Y esta probabilidad se puede calcu-
lar de la forma:
Como se ilustra en la Figura 1, una estrategia po-
sible es establecer los limites de control en estos
valores, y si el peso de uno de estos paquetes
resulta estar por debajo de 985 0 por encima de
1015 gramos, se dice que el proceso se ha des-
centrado. Como este procedimiento no esta libre
de la comisi6n de errores, conviene tener presen-
te que bajo las condiciones establecidas el riesgo
de concluir que el proceso esta descentrado cuan-
do en reaJidad no 10 esta. sera del orden del 3 por
mil.
dra un peso situ ado en el intervalo 1000 ± 3s, es
decir, entre 985 y 1015 grarnos.
Ambas respuestas son incorrectas. La primera
porque el valor 10 gramos es arbitrario, LPor que
lOy no 5, 6 IS? La segunda porque quiza es po-
sible detectar descentramientos del proceso mu-
cho antes de tener paquetes fuera de tolerancias.
Lo aconsejable seria estudiar cual es la variabili-
dad intrinseca del proceso I y en funci6n de esa
variabilidad establecer los valores a partir de los
cuales se juzgaria que el proceso se ha descen-
trado. Por ejemplo, si los pesos de los paquetes
siguen una distribuci6n Normal, el proceso esta
centrado y del estudio de variabilidad se deduce
que la desviaci6n tipo del proceso (s)es igual a 5
grarnos, entonces el 99,7% de los paquetes ten-
Dos posibles repuestas serian:
- Mas 0menos 10gramos, porque esta ya es una
diferencia apreciable
- Cuando el peso obtenido este por fuera de las
tolerancias, porque esto es 10 que realmente im-
porta.
LQUediferencia del peso de uno de estos paque-
tes respecto al valor objetivo deberia hacer pen-
sar al ingeniero que el proceso se ha descentra-
do?
1 . 1 Pesar un paquere cada dos minutos
En ambos casos se asume que tanto los tamanos
de los subgrupos (uno y cuatro paquetes) como
las frecuencias de muestreo (cada dos y cada ocho
minutos) son racionales para este proceso. La ra-
cionalidad se entiende en el sentido que Shewhart
usa en sus definiciones sobre graticas de control
(Montgomery, 1991).
decidir entre pesar un paquete cada dos minutos y
utilizar este peso individual para controlar el
centramiento 0 pesar cuatro paquetes cada ocho
mmutos y utilizar el peso promedio para controlar
el centramiento. En ambos casos se pesarian cua-
tro paquetes de azucar, aunque en el primer caso
se pesan a 10 largo de los ocho minuros que dura
el periodo de muestreo y en el segundo se toman
los cuatro paquetes al final de los ocho minutos.
Se comparan en este trabajo las dos estrategias
de muestreo en terminos de que tan pro~ble es
la detecci6n de un cambio de magnitu a n el
centramiento del proceso, de cual es el iempo
esperado hasta que la estraregia detecte un cam-
bio de tal magnitud una vez se produzca y, final-
mente, del numero de paquetes que deben ser
revisados antes de que la estraregia detecte que
se produjo el cambio.
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Podrfa objetarse que en el caso del control por
medias se pas a mucho riempo sin controlar y que
si, por ejemplo, el descentramiento se produce 1
minuto despues del ultimo control, con el sistema
de control de medias es imposible enterarse has-
ta pasados 7 minutos (cuando se produce el proxi-
2.2. Segunda comparaci6n
Es decir, la probabilidad de detectar que se ha pro-
ducido el descentramiento despues de pesar cua-
tro paquetes uno por uno cada dos minutos es
aproximadamente 0,5 si se llevan sus pesos a un
gratico de valores individuales, yaproximadamente
0,84 si se lleva el promedio del peso de cuatro
paquetes tomados simultaneamente a los ocho
minutos a un gratico de medias, como se ilustra
en la Figura 4.
En este resuitado la suma se justifica porque los
cuatro eventos son mutua mente excluyentes. Yel
producto se justifica porque las pruebas son inde-
pendientes.
PIDetectar el cambio con el primer paquete] + PINO
detect arlo con el primero, pero sf con el segundo)
+ PINo detectarlo con el primero ni con el segun-
do, pero sf con el terceroj + PINo detectarlo con el
prirnero ni con el segundo ni con el tercero, pero
sf con el cuarto] = 0,16 + 0,84 x 0, 16 + 0,842 x 0, 16
+ 0,843 x 0,16 = 0,5021
En este problema se configura un modelo
probabilfstico discreto comunmente denominado
modelo Geometrico, asf llamado porque la funci6n
de distribuci6n de la variable aleatoria discreta
asociada con el modelo se define con una sene
geometrica finita (Wackerly, 2002). Se asume que
el proceso cambia de centro y permanece en el
nuevo centro (Grant, 1996). En este caso la proba-
bilidad de detectar el cambio con uno cualquiera
de los primeros cuatro paquetes es igual a:
2. I Primera comparaci6n
2. Camparaciones para un cambia
de magnitud Jija
tes del primer subgrupo racional de tamano cuatro
posterior al cambio, es mayor que la probabilidad
0, 16 de detecci6n usando el peso del primer pa-
quete posterior al cambio. Pero la comparaci6n di-
recta no seria muy justa, porque se usan tamanos
de subgrupo y tiempos de muestreo diferentes.
IEn general, en los casas clemedidas indiuiduales, seacostumbra estimar
la uariaci6n del proceso utilizando el Rango promedio obtenido a partir
de Rangos m6uiles. veose Grant (1996)
2 Se ealeulo s610 la probobilidod de que solga POl' eneima de/ limite
superior, ya que /0 probabilidaG1de que solga par debajo de/limite inferior
es despreeiab/e ell este caso.
N6tese que esta probabilidad 0,84 de detecci6n con
el promedio aritmetico de los pesos de los paque-
Figura 3: Probabi}idad de detector et descentramiento
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Si se asume como en el caso anterior que el pro-
ceso se descentra y pasa a empacar en tomo a
10I° grarnos. sin que la variabilidad intrfnseca
cambie, la distribuci6n de las medias de mues-
tras de tamario n = 4 sera N(1010; 2,5) Y la proba-
bilidad de que una media salga de Ifrnites es (Figu-
ra 3):
Z -_ X-Ii -_ 1007,5-1010-_-1', P(z>-I) =0,84o 2,5




La probabilidad de detectar que el proceso esta
ahora centra do en un valor diferente del deseado
con la primera medici6n del peso promedio de
cuatro paquetes requiere tener en cuenta que, en
este caso, los lfmites de control estaran adapta-
dos ala distribuci6n de las medias. Como se sabe,
0'x = cr/.J;; por 10 que, en este caso, resultara que
la desviaci6n tipo de las medias es
0'x = 5/ .J4 = 2,5 y por tanto los lfmites deberan
estar a 1000 ± 7,5 gramos.
1.2 Pesar cuatro paquetes cada ocho minutos
Por tanto, la probabilidad de detectar el
descentrarniento al hacer la primera medici6n es
0,16. Esta es la probabilidad de detectar que el
proceso esta ahora centrado en un valor diferente
del deseado, cuando se mide el peso del paquete
que se debe muestrear justo despues de que el
cambio ha ocurrido. Esta informaci6n sera muy
util para efectos comparativos. Por ahora se eva-
luara la probabilidad similar, de detectar el cam-
bio con el primer promedio para el caso del
muestreo de cuatro paquetes cada ocho minutos.
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Sea Xl la variable que cuenta el nurnero de prue-
bas cuando se muestrea un solo paquete: y sea
X4 la variable que cuenta el nurnero de pruebas
cuando se muestrean cuatro paquetes. Entonces,
1 1
E[X1]=--=6,25 paquetes y E[X4]=--=1,19
1-0,84 1-0,16
muestras de tarnano cuatro, es decir, 1,19'» 4 =
4,76 paquetes. Es decir, en promedio se deberan
revisar 4,76 paquetes antes de que el gratico de
promedios indique que el proceso ha cambia do
su centro; en contraste. se requiere reviser en pro-
medio 6,25 paquetes antes de que el gratico de
medidas individuales indique que este cambio ha
ocurrido.
Se sabe que el valor esperado de la variable
aleatoria geornerrica X que cuenta el nurnero de
pruebas hasta que se detecta que se produjo un
1
cambio en el centro del proceso es igual a -1-'-p
donde p se define como la probabilidad de dejar
seguir el proceso, es decir, de no detectar el cam-
bio (Duncan, 1996). Conviene recordar que la pro-
babilidad de detectar el cambio cuando se
muestrea un paquete es 0, 16 Y que la probabili-
dad hacerlo cuando se muestrean cuatro paque-
tes es 0,84.
Una vez analizado el tiempo necesario hasta que
se detecte el cambio en el centro del proceso,
surge la pregunta sobre cual sera el numero pro-
medio de piezas que deberan revisarse antes de
que el gratico indique que se ha producido tal cam-
bio, porque este indicador tiene asociado el costa
de las pruebas necesarias para detectar el cam-
bio. Este indicador es mas adecuado que el nu-
mero de subgrupos necesarios para tomar la de-
cisi6n, porque los subgrupos pueden ser, como
en este caso, de tarnano diferente.
2.3. Tercera comparaci6n
Es decir. en el caso de que se descentre 1minuto
despues del ultimo control, y a pesar de que el
control individual tiene 3 oportunidades de detecci6n
antes que el control de medias, en promedio
detectaremos antes el descentramiento controlando
medias que observaciones individuales. Si el
descentramiento se produjera, por ejemplo, en los
minutos 2, 46 6 el tiempo medio hasta la detecci6n
con el control individual seguina siendo 11,50
minutos, mientras que controlando medias sena de
7,52; 5,52 Y3,52 minutos respectivamente.
E(T4) = I[(7+8(i-1)]xO,84x0,16i-1 = 8,52minutos
i=1
E(T4) = 7xO,84+ 15xO,84xO,16+ 23xO,84xO,162 + ...
Escnbiendolo de forma compacta y calculando. Se
obtiene:
Sea ahora T4 el tiempo que pasa desde el
descentramiento hasta su detecci6n controlando
medias de cuatro observaciones. Se tiene ahora:
Momenta en que se produce el
descentramiento
FIgura 4: Comparaci6n de las probabilidades de detecci6n
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E(TI) = 11,50 minutos.
Y haciendo las operaciones se obtiene que:
i=1
co
E(T1) = I (2i -1)xO,16xO,84i-1
Escrito de forma compacta y completa:
E(T1) = lxO, 16+3xO,16xO,84+ 5xO,16xO,842 + ...
Efectivamente esta circunstancia se puede dar,
pero 10relevante es conocer el tiempo medio que
pasara antes de detectar el descentramiento con
ambas estrategias. L1amando Tl al tiempo que
pasa desde el descentramiento hasta la detecci6n
con el control individual, E(TI) a su esperanza
maternarica y apoyandose en Ie modelo georne-
trico se tiene que:
mo control), mientras que con el control individual
esta detecci6n ya puede producirse dentro de tan
s610 1minuto.
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individual y LlC Y LSClos limites de control para el
gratlco individual; y, en forma similar, P4 se Yase mostr6 previamente que
Figura 5: Comparaci6n de las probabilidades de detecci6n
controlando medias de 4 obseruaciones (linea continua)
!J controlando obseruaciones indiuiduales (linea pun tea-
oa; A la izauieioa (Figura 5a) para una magnitud del
cambio (0)entre 0 !J 4: a la aerecro (Figura st» para una
magnitud del cambia (0) entre O!J 1.
3.2. Tiempos esperados de detecci6n ante un
cambio 8cr en el centro del proceso
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Yel gratico de promedios seramas adecuado que
el gratico de medidas individuales en la medida
que P4 sea mayor que Pd. La Figura 5 permite
apreciar que en general el gratico de promedios
es mas adecuado para detectar cambios que el
gratico individual; sin embargo, para valores de 8
menores que aproximadamente 0,55 la situaci6n
se inviertey la probabilidad de detectar un cambio
de tarnano8esmayor cuando se utiliza un granco
de medidas individuales.
Sin embargo, no seria apropiado comparar
directamente PI y P4, tal como ya se ilustr6. En
realidad P4 se debe comparar con la probabilidad
de que el gratico individual detecte el cambio en
las cuatro primeras mediciones, que esta dada
por
yPI= l-[P(Z::; 3-8)-P(Z::; -3-8)]
P4 = l-[P(Z::; 3-28) -P(Z::; -3- 28)].
Siseasumeque seprodujo un cambiodemagnitud
o en el centro del proceso, este cambio signlflca
que el centro del proceso ha cambiado de estaren
j..l a estar en j..l + o. Entonces,
encuentra como P4 = 1- p[ LICp::; X::; LSCpJ '
conLlCpy LSCplos limitesdecontrolparael grafico
de promedios.
En general, PI se puede encontrar como
PI = 1- P [LIC::; X::; LSC], con X la medici6n
SeaPI la probabilidad de detectar el cambio con
el granco para medidas individuales cada dos
minutos y P4 laprobabilidad de detectar el cambio
con el gratico para promedios de muestras de
tamano 4 cada ocho minutos. Un cambio de
magnitud 8(J se reterira unicarnente usando el
simbolo 8. Por ejemplo, en las primeras
comparaciones se estudi6un cambio demagnitud
10, correspondiente a 2 veces la desviaci6n
estandar del proceso. Esta rnagnitud se asociara
con un cambio de tamano 8 == 2. En tal caso, PI ==
0, I6 Y P4 == 0,84.
3.1. Probabilidades de detecci6n ante un
cambio 00 en el centro del proceso
Surgesinembargo ladudasobresi estosresultados
se repiten de manera similar ante un cambio de
cualquier rnagnitud 8 veces 6 en el centro del
proceso. A pesar de que resultamuy poco realista,
se rnantendra como supuesto que se producira un
cambio permanente y estable en el centro del
proceso, sin cambios en la variabilidad intrinseca
del mismo, solamente paraefectos comparativos.
Muestras de un Muestras de
Comparaci6n paquete cada cuatro paquetescada ochodos minutos minutes
Probabilidad de detectar el cambio 0,50 0.84
Tiempo necesario para detectar el cambio 11.5minutes 8,52 minutes
Numero de paquetes que se deben revisar 6,25 paquetes 4,76 paquetesen promedio antes de detectar el cambio
Tabla 1: Resumen de resultados de comparaci6n
Hasta aqui la comparaci6n se ha limitado al anali-
sis de una situaci6n en la cual la magnitud del
descentramiento es de 00 == 20 == (2)(5)== 10grarnos.
Los resultados de la comparaci6n se resumen en
la Tabla I,e indican que ante un desplazamiento
hacia arriba del centro del proceso de tal magni-
tud, el gratico de control paramedias es definitiva-
mente mas sensible que el gratico de control para
medidas individualesen cuantoasu habilidadpara
detectar un cambio en el centramiento del proce-
so.
3. Sensibilidad frente ala magnitud
del descentramiento
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La raz6n para que el grafico para medidas indivi-
Una comparaci6n cornun en la literatura sobre el
tema es entre grancos de control para medidas
individuales y grancos de control para promedios
de muestras de tamario n, don de las medidas in-
dividuales y los promedios se toman con igual fre-
cuencia. La conclusi6n es que los prim eros son
menos sensibles ante cambios pequenos que los
segundos. En este trabajo se introduce la compa-
raci6n entre los mismos graficos de control, pero
variando la frecuencia de muestreo para hacerlos
comparables en termmos del esfuerzo necesario
para mantener ambos graficos. En esre caso par-
ticular se comparan graflcos de control para mues-
tras de tamano uno cada dos minutos con grafi-
cos de control para promedios de muestras de
tamano cuatro cada ocho minutos Y se concluye
que los grancos individuales son mas sensibles
para cambios pequenos (menores que 0,55 des-
viaciones estandar) y para cambios gran des (rna-
yores que 2,30 desviaciones esrandar) del centro
del proceso; pero no necesariamente para cam-
bios de magnitud mediana.
4. Comentarios jinales
1
ARL4 =P .Y como la comparaci6n mas justa es
4
entre ARLI Y (4 x ARL4), se sigue que (4 x ARL4) >
ARLI solamente cuando (P4/ PI) > 4, 10cual condu-
ce a las mismas conclusiones de la secci6n 3.3, es
decir. que el gratico de control para medias de ta-
mana 4 detecta mas tacllmente un cambio de mag-
nitud ocr en el centro del proceso cuando 8 esra en-
tre 0,55Y2,30,aproximadamente.
Sea ARLI el nurnero promedio de piezas que de-
beran revisarse antes de que el gratico individual
indique que se ha producido un cambio de mag-
nitud ocr en el centro del proceso; y sea ARL4 el nu-
mero equivalente para el grafico de control de me-
dias de muestras de tamano 4. A partir de E(XI) y
E(X2) definidas en la Secci6n 2.3 Y de PlY P4defini-
1
dos en la Secci6n 3. I, se slgue que ARLI =P Y
I
3.3 Numero promedio de piezas que debe ran
revisarse antes de que el grafico indique que se ha
producido un cambio O<J en el centro del proceso
do se usa un gratico de medidas individuales cada
dos minutes, solamente si el cambio 8se encuentra
entre 0,55y 2,30,aproximadamente.
y
Figura 6: Comparaci6n de los tiempos esperados de
aeieccion controlando medias de 4 obseruaciones (linea
continua) y controlando obseruaciones indiuiduales (linea
punteada). Arriba (Figura 6a, para una magnitud del
cambio (0)entre 0 y 3; abajo a la izquierda (Figura 6b)
para una magnitud del cambio (0) entre 0 y 1; Y abaio a
la derecl1aFigura 6C) para una magnitud el cambio (0)
entre 1 u 3.
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Y el gratico para medias detectara mas rapidamente
el cambio si E(T4)> E(TI), 10que ocurre cuando P/
PI > 4. En la Figura 6 se han graficado E(T) -Iineas
continuas- y E(TI) -lfneas punteadas- para varios
valores del cambio 8, la magnitud del
desplazamiento del centro del proceso. La Figura
6 permite identificar bajo que condiciones se
satisface esta deslgualdad.
La Figura 6 indica que el tiempo esperado de de-
tecci6n es menor cuando se usa un gratico de
control de medias cada ocho minutos que cuan-
Por 10que se sigue que
y E(T4) = L[(7+8(i-l)]xP4x(1-P4)i-l
i=l
Utilizando la notaci6n de la secci6n anterior, se
pueden reescribir estas expresiones como
00
E(T4) = L[(7 +8(i -1)]xQ,84xQ,16i-1
i=l
00
E(T1) =L (2i -1)xQ,16xQ,84i-1
i=l
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comparan con muestras de tamano n cada nt
minutes.manteniendoconstante lavariabilidad del
proceso.
Aquf se han comparado muestras de tamano uno
cadados minutos con muestrasde tamano cuatro
cada ocho minutos. Una generalizaci6n
interesante que no se discute en este trabajo es
si los resultados se mantienen cuando se toman
muestras de tamario uno cada t minutos que se
dualesseamassensibleparavalorespequenosde
a recae en que en este caso la distribuci6n mas
adecuadapara el calculo de lasprobabilidades de
detecci6n es la distribuci6n geometrlca. Y la ra-
z6n para que sea mas sensible para desviacio-
nes muy altas es que una desviaci6n muy gran-
de deberfa ser tacilrnente detectada por cualquier
medici6n del proceso. Por ejemplo, si el centro
del proceso cambia seis desviaciones estandar
hacia arriba, basta con una sola medici6n para
detectar el cambio, casi con toda seguridad.
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